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Abb. 6.16: CFK-Komposit-Armsegment einer Betonpumpeb (Quelle: Zehn und Marinko-

vic [128])

Scan points

Abb. 6.17: CFK-Komposit-Armsegment: Reale Struktur mit den Scanning-Punkten und

dem FE-Netz mit den zugehörigen Knoten (Quelle: Zehn und Marinkovic [128])

bestimmten Mode, {φe j}, berechnet sich wie folgt:

MAC =

(
{φci}

T{φe j}
)2

({φci}T{φci})
(
{φe j}T{φe j}

) (6.1)

Die Ergebnisse für die ersten Moden sind in Tab. 6.8 zusammengefasst. Im Experiment

wurde die Struktur punktuell mit einem Shaker normal zum Armsegment angeregt. Mit

solch einem Eingangssignal können in der Ebene liegende Moden nicht angeregt werden.

Aus diesen Gründen konnte im Experiment keine Moden, gefunden werden, die den nu-

merisch berechneten 3. und 5. Moden zugehören. Die in Tab. 6.8 dargestellten MAC-Werte

zeigen, außer bei einigen höheren Moden, eine deutliche Übereinstimmung der Moden.
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Tab. 6.8: Modal Assurance Criterion (MAC) Ergebnise

Messung
FE

M
B

er
ec

hn
un

g
MACs

Mode 1

7,9 Hz

Mode 2

35 Hz

Mode 3

97 Hz

Mode 4

183 Hz

Mode 5

213 Hz
Mode 1

7,3 Hz
0,99 0,16 0,22 0,02 0,01

Mode 2

35 Hz
0,19 0,98 0,05 0,20 0,05

Mode 3

69 Hz
0,06 0,03 0,68 0,01 0,07

Mode 4

92 Hz
0,17 0,05 0,95 0,01 0,09

Mode 5

94 Hz
0,08 0,005 0,01 0,004 0,01

Mode 6

174 Hz
0,02 0,24 0,05 0,94 0,02

Mode 7

218 Hz
0,01 0,004 0,17 0,01 0,92

6.2 Piezoelektrische Beispiele

In den folgenden Abschnitten wird das entwickelte Element für eine Aktuator- und Sen-

sormodellierung in der geometrisch linearen und nichtlinearen Analyse untersucht. In der

linearen Statik und in der linearen Dynamik werden die Steifigkeit, die piezoelektrischen

Lasten (Aktuator) sowie auch die Sensorspannungen bezogen auf die unverformten Aus-

gangsgeometrie bestimmt. Berücksichtigt werden in den anschließenden geometrisch nicht-

linearen Analysen die Abhängigkeit der strukturellen Steifigkeit von den Verschiebungen

und der nicht richtungstreue Charakter der piezoelektrischen Lasten (Folgelasten) (siehe

Abschnitt 5.12)).

6.2.1 Aktiver Balken (Aktuator)

In Abb. 6.18 ist ein fest eingespannter Balken mit einem an den Außenflächen gegen-

über angeordneten Paar Piezokeramiken dargestellt. Die Balkengeometrie sowie die Ab-

maße können Abb. 6.18 entnommen werden. Das passive Trägermaterial des piezoakti-

ven Balkens besteht aus Aluminium, während die Piezokeramiken aus PIC151 gefertigt

sind. Die Aluminiumlegierung wird als isotrop angenommen. Sie besitzt ein E-Modul von
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Y = 70,3 ·109 und eine Querkontraktionszahl von ν = 0,345. Das piezoelektrische Mate-

rial PIC151 wird entsprechend Nestorovic et al. [85] direkt über die Hooksche Matrix (mit

einer Materialvorzugsrichtung entlang der x-Achse) definiert:

[CPIC] =















1,15 ·105 7,06 ·104 7,23 ·104 0 0 0

7,06 ·104 1,15 ·105 7,23 ·104 0 0 0

7,23 ·104 7,23 ·104 1,09 ·105 0 0 0

0 0 0 1,29 ·104 0 0

0 0 0 0 1,29 ·104 0

0 0 0 0 0 2,22 ·104















(6.2)

Die piezoelektrischen Koppeleigenschaften des PIC151-Keramikmaterials werden im Ak-

tuatorfall durch die piezoelektrischen Konstanten e31 = e32 = 9,6 beschrieben. Die Piezo-

keramiken sind in Dickenrichtung entgegengesetzt polarisiert und werden mit einer kon-

stanten elektrischen Spannung von 100 belastet. Infolge der entgegengesetzten Polarisie-

rung wird eine der beiden Piezokeramiken gestreckt, während sich die andere zusammen-

zieht. Die entgegengesetzten Dehnungen induzieren so ein an den Piezokeramiken gleich-

mäßig verteiltes Biegemoment. Die Applikation zweier symmetrisch gegenüberliegender

Piezokeramiken erhöht somit die Aktuatorwirkung. Die aus den induzierten Biegemomen-

ten resultierenden Verformungen werden mit der vorgeschlagenen Formulierung unter Ver-

wendung von 180 Elementen berechnet. Der Betrag der vertikalen Verschiebung an der

Balkenspitze beträgt an Punkt A wA = 6,03 · 10−4. Nestorovic et al. berechnen in [85],

unter Verwendung eines 9-Knoten biquadratischen Schalenelements, eine vertikale Ver-

schiebung des Punktes A von wA,re f = 6,06 · 10−4. Die mit der Referenzlösung (wA,re f )

normierten transversalen Verschiebungen entlang der Mittellinie des Balkens sind in Abb.

6.19 dargestellt. Die Ergebnisse zeigen eine sehr gute Übereinstimmung der vorgeschlage-

nen Formulierung mit den Ergebnissen von Nestorovic et al. in [85].

z, w

x
y

A

7,5
42,5

0,2

60,0

0,5
27,5

PIC151

Abb. 6.18: Geometrie des piezoelektrischen Balkens
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SH3

S9 - Nestorovic et al. [85]
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Abb. 6.19: Piezoaktiver Balken - vertikale Verschiebungen entlang der Mittellinie

6.2.2 Aktiver Balken mit zwei Aktuatorpaaren

Im folgenden Beispiel werden die mit der vorgeschlagenen Formulierung berechneten Ver-

schiebungen eines Aktuator-Beispiels mit den experimentell gewonnenen Werten von Gu-

pa et al. [48] verglichen. Die Teststruktur ähnelt der des vorigen Beispiels, jedoch sind

diesmal zwei entgegengesetzt polarisierte Piezokeramikpaare auf der Trägerstruktur (siehe

Abb. 6.20) appliziert. Die Balkengeometrie, die Lage der Piezokeramiken sowie die Dicke

der Piezokeramiken und der Aluminiumträgerstruktur sind in der Abb. 6.20 dargestellt.

Die Eigenschaften des passiven Trägermaterials (Aluminium) sowie das der Piezokerami-

ken (PTZ-3) sind in der Tab. 6.9 zusammengefasst. Die in Abb. 6.20 dargestellte Struktur

wird mit 280 Elementen vernetzt und in der linearen statischen Analyse untersucht. Die

Piezokeramikpaare werden jeweils mit einer elektrischen Spannung mit einem Betrag von

100, jedoch mit entgegengesetztem Vorzeichen, belastet. Aufgrund der Aktuatorwirkung

Piezopatches Paar 1 Piezopatches Paar 2
A B C D E

0,025 0,025 0,100 0,025 0,125

0,025

0,0006450,001145

Abb. 6.20: Geometrie des aktiven Balkens mit zwei Paar Piezopatches

treten gleichmäßig verteilte Biegemomente, mit unterschiedlichem Vorzeichen, an den je-

weiligen Keramikpaarrändern auf. Infolge der Keramikkonstellation wird der Balken durch

reine Biegung belastet. Da die Piezokeramiken baugleich sind (siehe Abb. 6.20) und mit
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Tab. 6.9: Materialeigenschaften des Balkens mit zwei Aktuatorpaaren

Aluminium PTZ-4

Elastische Eigenschaften

Y11 63,8 ·109 47,6 ·109

Y22 63,8 ·109 47,6 ·109

ν12 0,345 0,300

G12 23,7 ·109 18,3 ·109

G13 23,7 ·109 18,3 ·109

G23 23,7 ·109 18,3 ·109

Piezoelektrische Konstanten

e31 = e32 18,02

einer gleich hohen Spannung beaufschlagt werden, sind auch die Biegeverformungen in

den Bereichen B und D in entgegengesetzter Richtung gleich (siehe Abb 6.21). Die in

Abb. 6.21 dargestellten, berechneten vertikalen Verschiebungen der Balkenmittelline zei-

gen deutlich, dass die Bereiche A und E, wie erwartet, unverformt bleiben und dass sich der

Bereich E als Ganzes vertikal verschiebt. Zusätzlich zu den berechneten Verschiebungen

sind von Gupta et al. [48] experimentell gewonnene Ergebnisse dieses Lastfalls in Abb.

6.21 dargestellt. Die experimentellen Ergebnisse von Gupta et al. [48] weisen eine gewisse

Streuung auf, welche nach Auffassung des Autors auf Messfehler beziehungsweise Mes-

sungenauigkeiten zurückzuführen sind. Abgesehen von der Streuung zeigen die numerisch

und experimentell gewonnenen Ergebnisse eine gute Übereinstimmung.

V
er

tik
al

e
V

er
sc

hi
eb

un
g
×

10
−

4

Balkenlänge

SH3
Exper. Gupa et al. [48]

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0

0,0 0,06 0,12 0,18 0,24 0,30

Abb. 6.21: Normierte vertikale Verschiebung der Mittellinie
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6.2.3 Bimorph-Beam-Analyse

Der Bimorph-Beam stellt ein Standartbenchmark-Beispiel zur Valedierung von FE-Formu-

lierungen zur Berechnung piezoelektrischer Strukturen dar. Es wurde bereits von einigen

Autoren, wie etwa Hwang und Park [50], Chee et al. [30] sowie Phung-Van et al. [91],

detailliert beschrieben. Die Geometrie des aus zwei uniaxialen PVDF-Schichten (entge-

gengesetzt polarisiert) bestehenden Balkens ist zusammen mit den Materialeigenschaften

in Abb. 6.22 dargestellt. Die Länge des Balkens beträgt l = 0,1, die Dicke h = 0,001 und

die Breite b = 0,005. Zunächst wird der Bimorph-Beam als Aktuator ausgeführt und un-

z

x

y

l

h

b

PVDF

Elastische Eigenschaften

Y = 2,0 ·109

ν = 0,29

Piezoelektrische Konstanten

e31 = e32 = 0,046

Dielektrische Konstante

d31 = 0,01062 ·10−8

Abb. 6.22: Piezoelektrischer Bimorph-Beam - Geometrie

ter Einwirkung einer vorgegebenen Potentialdifferenz φ in einer statisch linearen Analyse

untersucht. Eine analytische Lösung der Durchbiegung der Balkenmittellinie w(x) kann

mit Hilfe der konstitutiven Gleichungen der Piezoelektrik und unter den Annahmen des

Bernoulli-Balkens erhalten werden:

w(x) =
3
2

e31

Y h2 φx2 (6.3)

Für eine Potentialdifferenz von φ = 1 resultiert aus Gleichung (6.3) eine vertikale Ver-

schiebung der Balkenspitze von 3,45 · 10−7. Dieser Wert wird mit der vorgeschlagenen

Formulierung bereits mit acht Elementen exakt erreicht. Die mit dem Wert 3,45 ·10−7 nor-

mierten vertikalen Verschiebungen entlang der Mittellinie sind in Abb. 6.23 dargestellt.

Sie zeigen eine sehr hohe Übereinstimmung mit der analytischen Lösung entsprechend der

Gleichung (6.3).

Im nächsten Lastfall wird der Bimorph Beam als Sensor ausgeführt und unter Einwirkung

einer vorgegebenen Verschiebung des freien Ende von w∗ = 0,01 analysiert. Die induzier-

ten Verformungen führen, infolge des direkten Piezoeffekts, zu elektrischen Spannungen

zwischen den Oberflächen der Sensoren. Der berechnete Verlauf der Sensorspannung ent-

lang der Balkenlänge ist abhängig von der Sensoren-Diskretisierung der Struktur. Jeder
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Abb. 6.23: Vertikale Verschiebungen unter Einwirkung einer Sensorspannung φ = 1

Sensor liefert einen elektrischen Spannungswert, der aus durchschnittlichen Verzerrung des

zugehörigen Anteils der Balkenstruktur resultiert. Die vorgegebene Verschiebung w∗ be-

wirkt einen linearen Verlauf des Biegemoments, infolge dessen ein gradueller Anstieg der

Sensorspannungen entlang der Länge des Balkens zu erwarten ist. Gleichmäßig über die

Länge verteilte äquidistante Sensoren müssen somit zu einer Treppenfunktion im Antwort-

signal führen, welche sich mit einer feiner werdenden Sensor-Diskretisierung einer Graden

annähert. Die zu erwartende Treppenfunktion der Sensorspannungen wird mit zwei unter-

schiedlichen Sensor-Diskretisierungen (6 und 20 Sensoren entlang der Länge) verifiziert.

Die in Abb. 6.24 dargestellten Ergebnisse zeigen, dass der Verlauf der Sensorspannungen

adäquat approximiert wird.

Im Folgenden wird der Einfluss der Netzverzerrung auf die berechnete Sensorspannung

in der linearen Statik untersucht. Hierfür wird der der Bimorph-Beam mit zwei in verti-

kaler Richtung wirkenden Einzellasten f = 0,1 belastet und die resultierende Sensorspan-

nung unter Verwendung von 8 Elementen (ein Sensor-Diskretisierung) berechnet. Für das

unverzerrte Netz resultiert ein Wert von φ0 = 127,1. Dieser Wert zeigt eine gute Über-

einstimmung mit der von Nestorovic et al. in [84], unter Verwendung eines 9-Knoten-

Schalenelements und vier Elementen, berechneten Sensorspannung von φ = 129,9. Das

Netz wird durch den in Abb. 6.25 dargestellten Netz-Verzerrungsparameter e modifiziert

und die zugehörigen Sensorspannungen mit dem Ergebnis des unverzerrten Netzes nor-

miert. Die in Abb. 6.25 dargestellten Ergebnisse zeigen, dass - selbst für das sehr grob

gewählte Netz - ein sehr gutes Approximationsverhalten auch bei stärker verzerrten Ele-
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menten (maximale Abweichung < 1%) erzielt wird.

0,00

0,20

0,40

0,60

0,80

1,00

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

x

y

z

w∗

Normierte Balkenlänge

N
or

m
ie

rt
e

Po
te

nt
ia

ld
if

fe
re

nz
φ
/

φ
0

SH3 - 5 Sensoren

SH3 - 20 Sensoren

Abb. 6.24: Sensorspannungen infolge vorgegebener Verschiebung w∗ = 0,01
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Abb. 6.25: Sensorspannungen in Abhängigkeit von der Netzverzerrung e
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6.2.4 Sensor-Bogen

Das folgende statisch lineare Sensorbeispiel wurde ursprünglich von Saravanos [106] vor-

geschlagen und anschließend von Balamurugan und Narayanan [13] weiter untersucht. Die

geometrischen Abmaße sowie der Schichtaufbau (definiert bezüglich der Umfangsrich-

tung) der halbkreisförmigen komposit-zylindrischen Schale sind in Abb. 6.26 dargestellt.

Der MSV setzt sich aus acht Graphit-Epoxy-Trägerschichten und zwei auf den beiden

Außenflächen aufgebrachten PZT-4 Piezoschichten zusammen. Die Materialeigenschaf-

ten beider Materialien sind in Tab. 6.10 zusammengefasst. Die Graphit-Epoxy-Schichten

Tab. 6.10: Materialeigenschaften des Sensorbogens

Graphit-Epoxy PTZ-4

Elastische Eigenschaften

Y11 1,324 ·1011 8,13 ·1010

Y22 1,08 ·1010 8,13 ·1010

ν12 0,24 0,33

G12 5,6 ·109 3,06 ·1010

G13 5,6 ·109 2,56 ·1010

G23 6,6 ·109 2,56 ·1010

Piezoelektrische Konstanten

e31 = e32 14,8

Dielektrische Konstante

d31 1,1505 ·10−8

[p/0/90/+45/-45]s

b

x

y

z

q = 159,2

R = 0,1

Abb. 6.26: Geometrie Sensorbogens

besitzen eine Dicke von 1,2 · 10−3. Mit den Piezoschichtendicken von 2,4 · 10−3 ergibt

sich eine Gesamtdicke der Schale von 0,0144. Die linke Seite des Bogen ist fest ein-
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gespannt, während die rechte Seite mit einer konstanten, in x-Richtung wirkenden Stre-

ckenlast q = 159,2 (siehe Abb. 6.26) belastet wird. Die Struktur wird auf Grundlage einer

durchgeführten Konvergenzanalyse für die weiteren Berechnungen mit 100 Elementen dis-

kretisiert. Die aus den äußeren mechanischen Lasten resultierenden Deformationen verur-

sachen eine elektrische Spannung in den Piezoschichten. Infolge der unterschiedlichen De-

formationen der oberen und unteren Piezoschicht treten auch unterschiedliche elektrische

Spannungen auf. Aus Gründen der direkten Vergleichbarkeit mit den Ergebnissen von Sa-

ravanos [106] wie von Balamurugan und Narayanan [13] werden die Sensorspannung der

oberen Piezoschicht ausgewertet und auf dieselbe Art wie den genannten Autoren normiert

(φs · 122 · 10−10/h). Saravanos [106] Ergebnisse (siehe Abb. 6.27) basieren auf einer in-

finitesimalen Sensorlänge in Umfangsrichtung, wohingegen Balamurugan und Narayanan

[13] die Piezoschichten mit 15 gleichmäßig über den gesamten Umfang verteilten Sen-

soren diskretisieren. Die Ergebnisse von Balamurugan und Narayanan [13] basieren auf

einer degenerierten 9-Knoten-Schalenformulierung mit einem quadratischen Verlauf des

elektrischen Potential in Dickenrichtung. Die mit der vorgeschlagenen Formulierung be-

rechneten Sensorspannungen der oberen Piezoschicht unter Verwendung der 15-Sensoren-

Diskretisierung sind zusammen mit den Referenzergebnissen [13] und [106] in Abb. 6.27

dargestellt. Betrachtet man die in Abb. 6.27 dargestellten Ergebnisse, wird deutlich, dass

SH3
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Abb. 6.27: Verteilung der Sensorspannung (Sensor-Bogen)

die theoretischen Ergebnisse von Saravanos [106] eine andere Tendenz aufweisen - sie

sind nicht im gleichen Maße symmetrisch zur Mitte der Umgangsrichtung (0,5) wie die

anderen beiden, und zudem näheren sich die Sensorspannungen am freien Ende nicht dem
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Wert 0. An dieser Stelle sei angemerkt, dass sich mit der vorgeschlagenen Formulierung,

bei einer unendlichen Anzahl an Sensorelementen über den Umfang, am freien Ende eine

Sensorspannung von 0 einstellen würde, da die Schubverzerrungen bei der Berechnung der

Sensorspannungen vernachlässigt werden (siehe Abschnitt 3.2). Balamurugan und Naray-

anan koppeln in ihrer Formulierung [13] das gesamte mechanische Verzerrungsfeld - ein-

schließlich der transversalen Schubverzerrungen - mit dem elektrischen Feld, sodass ein

Wert von ungleich null als Grenzwert zu erwarten wäre. Aus dem Vergleich der berech-

neten Ergebnisse mit denen von Balamurugan und Narayanan [13] wird jedoch ersichtlich

(siehe Abb. 6.27), dass der Einfluss der Schubverzerrungen für dieses Beispiel als vernach-

lässigbar angenommen werden kann. Folglich ist auch mit dem Element von Balamurugan

und Narayanan [13] annährend ein Grenzwert (bei unendlich vielen Sensoren) von null

am freien Ende zu rechnen. Ein direkter Vergleich mit den Ergebnissen von Saravanos ist

somit schwierig. Die Ergebnisse der vorgeschlagenen Formulierung zeigen eine sehr gute

Übereinstimmung mit denen von Balamurugan und Narayanan [13].

6.2.5 Piezoelektrische Aktuator-Platte

Die in Abb. 6.28 dargestellte quadratische piezoelektrische Platte (Seitenlänge a = 0,4)

wird mit einer vorgegebenen Potentialdifferenz von φ = 150 pro Piezoschicht belastet und

unter Berücksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte untersucht. Die Komposit-Platte

besteht aus drei Schichten, zwei äußere entgegengesetzt polarisierte PZT-G1195N Piezo-

schichten und einer T300/976-Trägerschicht. Die PZT-Schichten besitzen eine Dicke von

0,00015 während die Trägerschicht 0,0002 dick ist. Die Materialeigenschaften der Kompo-

sitschicht bezogen auf die globale x-Achse, sind in Tab. 6.11 dargestellt. Zwei unterschied-

liche Randbedingungen werden berücksichtigt: I) feste Einspannung und II) gelenkige La-

gerung (siehe Abb. 6.28). Auf Basis einer vorangegangenen Konvergenzanalyse wird ein

FE-Netz mit 128 Elementen für die weiteren Berechnungen ausgewählt. Beide Lastfäl-

le wurden bereits von Marinkovic et al. in [77] mit Hilfe eines degenerierten 9-Knoten-

Schalenelementes und der Updated-Lagrange-Formulierung untersucht. Als repräsentati-

ve Auswertepositionen der vertikalen Verschiebungen werden die Punkte A und B (siehe

Abb. 6.28) ausgewählt. Die zugehörigen Last-Verschiebungs-Kurven sind in Abb. 6.29 und

6.30 dargestellt. Zusätzlich sind in Tab. 6.12 die Ergebnisse der linearen und geometrisch

nichtlinearen Analyse für die volle Last (Lastfaktor = 1) zusammengefasst. Die mit der

vorgeschlagenen Formulierung berechneten Verschiebungen zeigen (siehe Tab. 6.12) eine

sehr gute Übereinstimmung mit denen von Marinkovic et al. [77]. Die Differenzen im Fall

I) sind kleiner als 0,1% und im Lastfall II) kleiner als 0,3%. Offensichtlich sind die geo-

metrisch nichtlinearen Effekte im Fall I) deutlich weniger ausgeprägt als im Fall II). Die
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Tab. 6.11: Materialeigenschaften der Aktuatorplatte

T300/976 PTZ-G1195

Elastische Eigenschaften

Y11 150,0 ·109 63,0 ·109

Y22 9,0 ·109 63,0 ·109

Y33 9,0 ·109 63,0 ·109

ν12 0,3 0,3

ν13 0,3 0,3

ν23 0,3 0,3

Piezoelektrische Konstanten

e31 = e32 22.86

A

B

x

y
z

I) II)

Abb. 6.28: Initiale Geometrie und Randbedingungen für Fall I und II
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Abb. 6.29: Lineare und nichtlineare vertikale Verschiebung wA (Fall I)

Änderung der Geometrie im Fall I) beeinflusst die Steifigkeit infolge der biege-dominaten

Deformationen nur geringfügig. Umgekehrt treten im Fall II) schon bei einem niedrigen
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Abb. 6.30: Lineare und nichtlineare vertikale Verschiebung wB (Fall II)

Lastniveau signifikante Membraneffekte auf, welche die Steifigkeit der Struktur erhöhen.

In der initialen Konfiguration ist die Biegesteifigkeit vorherrschend, mit zunehmender Ver-

formung erhöht sich der Einfluss der Membransteifigkeit zusehends. Dies führt zu deut-

lichen Unterschieden zwischen den Ergebnissen der linearen und jenen der geometrisch

nichtlinearen Analyse, dargestellt in Abb. 6.30.

Tab. 6.12: Repräsentative Verformungen wA und wB (Aktuatorplatte)

Lineare Statik SH3 Marinkovic et al. [77]

Lastfall I wA 0,00282 0,0028

Lastfall II wB 0,00070 0,0007

Nichtlineare Statik SH3 Marinkovic et al. [77]

Lastfall I wA 0,002710 0,00270

Lastfall II wB 0,000371 0,00037

6.2.6 Piezo-Bogen (nichtlinear)

Im nächsten Beispiel wird eine an der linken Seite fest eingespannte halbkreisförmige

Bogenstruktur berücksichtigt. Die Teststruktur besitzt einen Radius der Mittelfläche R =

318,31 ·10−6, eine Breite b = 50,8 ·10−6 und eine Gesamtdicke h = 6,35 ·10−6. Der MSV

besteht aus drei Schichten. Die passive Mittelschicht ist metallisch und besitzt eine Dicke

von 5,842 ·10−6, während die äußeren piezoelektrischen PTZ-Schichten jeweils eine Dicke
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von 0,254 ·10−3 aufweisen. Die Materialeigenschaften sind in Tab. 6.13 dargestellt. Die ge-

Tab. 6.13: Materialeigenschaften des Sensorbogens

Metallischer Werkstoff PTZ

Elastische Eigenschaften

Y11 68,95 ·109 63,00 ·109

Y22 68,95 ·109 63,00 ·109

ν12 0,30 0,30

G12 26,52 ·109 24,23 ·109

G13 26,52 ·109 24,23 ·109

G23 26,52 ·109 24,23 ·109

Piezoelektrische Konstanten

e31 = e32 16,11

Dielektrische Konstante

d33 1,65 ·10−8

samte untere Sensorschicht wird in diesem Beispiel als ein gebogener Piezopatch (Sensor)

ausgeführt. Dieses Beispiel wurde zuerst von Tzou and Ye [121] vorgeschlagen und später

y

x

z

r

s
R = 318,31

h = 6,35

b = 50,8

F = 200

Abb. 6.31: Geometrie und Randbedingungen des Sensorbogens (nichtlinear)

von Zhang [129] modifiziert. Die Struktur wird mit einer in der Mitte des freien Endes an-

greifenden, in vertikaler Richtung wirkenden, Einzelkraft (siehe Abb. 6.31) belastet. Aus-

gewertet werden neben der resultierenden Verformung des freien Endes auch die elektri-

schen Spannungen, die sich infolge der Deformation in der unteren Piezoschicht einstellen.

Beide Größen werden unter Berücksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte berechnet

und mit den von Tzou and Ye [121] und Zhang [129] berechneten Ergebnissen verglichen.

Zhang verwendet in [129] ein 8-Knoten-Schalenelement mit fünf mechanischen und einem

elektrischen Freiheitsgraden pro Piezoschicht (abgekürzt duch SH851URI) unter Verwen-

dung einer reduzierten Integration zur Reduktion von künstlichen Versteifungseffekten. Die
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in Abb. 6.32 dargestellten Verschiebungen des freien Endes in radialer- und in Umfangs-

richtung zeigen eine sehr gute Übereinstimmung mit den Ergebnissen von Zhang [129] und

mit den Ergebnissen, die mit dem Abaqus-S3-Element berechnet wurden. Abb. 6.33 zeigt

vernachlässigbar kleine Differenzen der Sensorspannungen im Vergleich zu den Werten

von Zhang [129]. Die Anzahl der notwendigen Iterationen konnte unter Verwendung vor-

geschlagenen Formulierung im Vergleich zu Berechnung mit Abaqus erheblich reduziert

werden.
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Abb. 6.32: Verschiebung der Mitte des freien Endes in Umgangsrichtung (s-Richtung) und

in radialer Richtung (r-Richtung)
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Abb. 6.33: Sensorspannungen in der unteren Sensorschicht
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6.2.7 Eigenwertanalyse einer piezoelektrischen Platte

Das nächste Beispiel ist eine Eigenwertanalyse einer piezoelektrischen Kompositplatte.

Zur Validierung der vorgeschlagenen Formulierung und um den Einfluß der elektrisch-

mechanischen Koppelung auf die dynamischen Eigenschaften zu verdeutlichen, werden

im Folgenden zwei unterschiedliche elektrische Randbedingungen untersucht. Im ersten

Fall (SC) sind die Elektroden der Piezoschichten kurzgeschlossen (engl. short-circuited).

Hieraus folgt ein elektrisches Potential {φ} von null und somit ein rein mechanisches Ei-

genwertproblem. Im zweite Fall (O) sind die Elektroden geöffnet (engl. open), was das

Verschwinden der elektrischen Ladung impliziert ({q}= {0}). Ausgehend von Gleichung

(4.26) folgt somit eine in den Sensorschichten induzierte Potentialdifferenz von:

{φs}=−[Kφφ ]
−1[Kφu]{u} (6.4)

Die elektrischen Spannungen führen aufgrund der elektrischen Randbedingungen (offene

Elektroden) zu mechanischen Spannungen in den Piezoschichten (inverser Piezoeffekt).

Innerhalb der Eigenwertanalyse werden diese Spannungen durch eine modifizierte Steifig-

keitsmatrix [K∗] berücksichtigt. Die modifizierte Steifigkeit kann aus der Substitution von

{φs} in Gleichung (4.26) gewonnen werden:

[K∗] = [Kuu]− [Kuφ ][Kφφ ]
−1[Kφu] (6.5)

Das elektromechanische gekoppelte Eigenwertproblem kann dann wie folgt formuliert

werden:
[

[K∗]−ω2[Muu]
]

{u}= {0} (6.6)

Es ist offensichtlich, dass die Frequenzen und die Moden in diesem Fall von den piezo-

elektrischen Eigenschaften des Sensormaterials beeinflusst werden. Die Werte der Eigen-

frequenzen erhöhen sich infolge der zusätzlichen Steifigkeit. Beide Fälle (O) und (SC)

werden mit derselben Struktur untersucht. Die quadratische Plattenteststruktur ist gelenkig

gelagert und besitzt eine Seitenlänge von a = 0,2 (siehe Abb. 6.34). Der Laminataufbau

der piezoelektrischen Platte ist [p/0/90/0/p]. Die äußeren Schichten bestehen aus PTZ-4-

Keramiken (gegenzeichnet durch „p“), während die passiven Trägerschichten aus Graphite-

Epoxy (Gr/Ep) bestehen. Die Eigenschaften beider Materialien sind Tab. 6.10 dargestellt.

Die Dicke der piezoelektrischen Schichten beträgt 0,0004, die Graphite-Epoxy-Schichten

weisen eine Dicke von 0,001068 auf. Die von Saravanos in [107], unter Verwendung unter-

schiedlicher Netze, berechnete erste Eigenfrequenz wird im Folgenden als Referenzlösung

herangezogenen. Die Dichte wird entsprechend [107] für alle Schichten auf 1 gesetzt, um

eine Vergleichbarkeit der berechneten Ergebnisse mit [107] zu gewährleisten. In Tab. 6.14

sind die Ergebnisse der Konvergenzanalyse für die erste Eigenfrequenz, normiert mit der
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Abb. 6.34: Geometrie der gelenkig gelagerten piezoelektrischen Platte mit unterschiedli-

chen elektrischen Randbedingungen (SC) und (O)

Referenzlösung, dargestellt. Die Referenzlösung des rein mechanischen (SC)-Falls wurden

mit Abaqus unter Verwendung eines biquadratischen S8-Elements und einem Netz von

24× 24 Elementen berechnet. Die analytische Referenzlösung des (O) Falls ist in [107]

dargestellt und dokumentiert. Die Differenzen zu den Referenzlösung sind in beiden Fäl-

len kleiner als 0,8% (288 Elemente). Das Konvergenzverhalten ist in beiden Fällen besser

als bei den jeweiligen Referenz.

Tab. 6.14: Normierte erste Eigenfrequenzen - Konvergenzanalyse (Piezo-Platte)

(SC)-Randbedingung

f SC
1,Re f = 22915 1/s

(Abaqus S8 24×24 Netz)

(0)-Randbedingung

f O
1,Re f = 24594 1/s

(Saravanos [107])

Elemente SH3 Abaqus S3 Ref. [107] SH3 Ref. [107]

32 1,190 1,220 1,090 1,107 1,109

128 1,031 1,050 1,034 1,028 1,054

288 1,008 1,024 1,023 1,005 1,044

6.2.8 Dynamische Analyse - Sensorplatte

Die nächste Teststruktur besteht aus einer an einer Seite fest eingespannten piezoelektri-

sche Platte. Die geometrischen Abmaße der Platten sind in Abb. 6.35 dargestellt. Die Kom-

positplatte besteht aus sechs Schichten mit einem antisymmetrischen Schichtaufbau von

[p/-45/45/-45/45/p]. Die zwei äußeren PTZ-Piezoschichten sind entgegensetzt polarisiert

und besitzen jeweils eine Dicke von 0,0001. Die aus T300/976 gefertigten Trägerschichten

sind jeweils 0,00025 dick. Die Piezoschichten werden in der folgenden dynamisch linearen

Analyse als Sensor verwendet. Die Platte wird mit einer harmonisch variierenden Punkt-

last belastet. Die Kraft greift im Punkt A an. Sie besitzt eine Amplitude von 0,2 und eine
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Frequenz von 0,1 1/s (siehe Abb. 6.35). Die Sensorspannung der unteren Schicht wird für

eine Zeitperiode von 4s mit einem Zeitschritt von 0,0005 s untersucht. Es wird eine modale

Dämpfung mit einem Dämpfungsgrad von 0,008 verwendet (siehe Abschnitt 4.2). Das ver-

wendete FE-Netz besteht aus 200 Elementen. Zhang et al. [130] analysiert dieses Beispiel

 F = cos(2πt)

h = 0,0012

A
x

y

z

a=
0,2

a = 0,2

Abb. 6.35: Fest eingespannte Piezoplatte (harmonisch variierende Einzellast)

mit einem biquadratischen Schalenelement (reduzierte Integration) mit Hilfe der modalen

Superpostion-Methode unter Berücksichtigung der ersten 12 Moden. In Abb. 6.36 sind die

mit einem Wert von φmax = 8 normierten Sensorspannungen dargestellt. Die in Abb. 6.36

dargestellten Ergebnisse zeigen eine sehr gute Übereinstimmung bei den Sensoramplituden

und bei den Frequenzen zwischen der vorgeschlagenen Formulierung und den Ergebnissen

von Zhang et al. [130]. Die minimalen lokalen Differenzen können mit der unterschiedli-

chen Schrittweite (nicht angegeben in [130]) erklärt werden.
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Abb. 6.36: Dynamische Sensorantwort unter harmonisch variierender Einzellast
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6.2.9 Nichtlineare dynamische Analyse eines gelenkig gelagerten pie-

zoelektrischen Kompositstreifens

Im folgenden Beispiel wird ein, an zwei Enden gelenkig gelagerter, piezoelektrischer Kom-

positstreifen (siehe Abb. 6.37) im Aktuatorbetrieb unter Berücksichtigung geometrischer

nichtlinearer Effekte untersucht. Der Kompositstreifen besteht aus drei Schichten: eine

Aluminiumträgerschicht mit einer Dicke von 0,0005 und aus zwei äußeren PTZ-4 Schich-

ten mit einer Dicke von 0,00025. Die Materialparameter können der Tab. 6.15 entnom-

men werden. Die in entgegengesetzter Richtung polarisierten Piezoschichten werden mit

y
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0,0009

Abb. 6.37: Geometrie des Aktuatorstreifens

Tab. 6.15: Materialeigenschaften des Kompositstreifens

Aluminium PTZ-4

Elastische Eigenschaften

Y11 70,3 ·109 8,13 ·109

Y22 70,3 ·109 8,13 ·109

ν12 0,345 0,33

G12 26,1 ·109 3,06 ·109

G13 26,1 ·109 2,56 ·109

G23 26,1 ·109 2,56 ·109

Piezoelektrische Konstanten

e31 = e32 14,8

Dielektrische Konstante

d31 1,1505 ·10−8

einer zeitlich veränderlichen elektrischen Spannung beaufschlagt. Der Verlauf der aufge-

brachten Spannung wird durch eine Sinusfunktion mit einer Amplitude von 100 und einer

Frequenz von 100 1/s beschrieben. Die elektrischen Spannungen führen zu zeitlich verän-

derlichen mechanischen Lasten (inverser Piezoeffekt) in Form von gleichförmig an den

äußeren Rändern der Piezoschicht verteilten Biegemomenten. Die vorgeschlagene Formu-

lierung wird in der dynamischen geometrischen nichtlinearen Aktuatoranwendung mit Hil-

fe des Abaqus-S3-Elements verifiziert. Hierfür werden zunächst äquivalente mechanische
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Lasten berechnet und als Folgelasten auf das Abaqus-Modell aufgebracht. Anschließend

wird unter Verwendung des gleichen Netzes und des gleichen Zeitschritts die vertika-

le Verschiebung des Streifenmittelpunkts als Referenzgröße berechnet. In Abb. 6.38 sind

die vertikalen Verschiebungen des Mittelpunktes der Teststruktur über die berücksichtigte

Zeitperiode normiert mit wmax = 0,0006 dargestellt. Die Ergebnisse zeigen eine sehr gute

Übereinstimmung mit den Vergleichsberechnungen in Abaqus. Der Vergleich der linearen

und der nichtlinearen Antwort (siehe Abb. 6.38) zeigt, dass sich auch im Bereich klei-

ner relativer Verformungen (wmax/l ≈ 0,002) die Systemantwort signifikant voneinander

unterscheiden kann. Dies verdeutlicht die Wichtigkeit der Berücksichtigung geometrisch

nichtlinearer Effekte auch im Bereich niedriger Lastniveaus.
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Abb. 6.38: Normierte dynamische Verschiebungsantwort unter harmonisch variierender

elektrischer Spannung

6.2.10 Sensorbogen dynamisch nichtlineare Analyse

Im Folgenden wird die bereits in Abschnitt 6.2.6 berücksichtigte Bogengeometrie (siehe

Abb. 6.31) unter Belastung einer konstanten Einzellast in der dynamischen geometrisch

nichtlinearen Analyse untersucht (siehe Abb. 6.39). Die Verformungen des freien Endes

des Bogens und die daraus resultierenden Sensorspannungen in der unteren Piezoschicht

werden in einem Zeitintervall von 1s und mit einem festen Zeitschritt von 10−4 s berechnet

und dann mit den Ergebnisse von Zhang [129] verglichen. In Abb. 6.40 sind die zeitlichen

Verläufe der Umfangs- und der Radialverschiebungen der Mitte des freien Endes (normiert
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Abb. 6.39: Geometrie und Randbedingungen des Sensorbogens (nichtlinear)

mit u= 0,25) dargestellt und in Abb. 6.41 die resultierenden Sensorspannungen der unteren

Piezoschicht (normiert mit φ = 300). Es ist deutlich zu erkennen, dass die Ergebnisse eine

sehr gute Übereinstimmung mit den Ergebnisse von Zhang [129] aufweisen.
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Abb. 6.40: Normierte Bogenverschiebungen der Mitte des freien Endes in Umgangsrich-

tung (s-Richtung) und in radialer Richtung (r-Richtung) in der dynamischen geometrisch

nichtlinearen Analyse
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Abb. 6.41: Normierte Sensorspannung der inneren Piezoschicht - nichtlineare Ergebnisse
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Kapitel 7

Fazit und Ausblick

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Entwicklung eines neuartigen dreiecki-

gen niedrig interpolierten piezoelektrischen Schalenelements. Trotz der hohen technischen

Relevanz dünnwandiger piezoelektrischer Strukturen ist ihre numerische Simulation mit

den aktuell verfügbaren kommerziellen Finiten-Elemente-Programmen nur bedingt mög-

lich, da die dazu notwendigen Elemente in den Programmen großenteils nicht vorhanden

sind. Mit der Entwicklung eines neuartigen effizienten finiten piezoelektrischen Komposit-

Schalenelements leistet die vorliegende Arbeit einen wichtigen Beitrag zur Weiterentwick-

lung der bislang verwendeten numerischen Methoden zur Berechnung dünnwandiger, elek-

tromechanisch gekoppelter Strukturen.

Hauptaugenmerk dieser Entwicklung war die numerisch effiziente Beschreibung des glo-

balen Verformungsverhaltens und der infolge der Verformungen auftretenden Sensorspan-

nungen unter Berücksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte. Ausgangspunkt der Ent-

wicklung des numerischen Modells war die Annahme, dass sich das globale Verhalten

dünnwandiger Strukturen ausreichend genau beschreiben lässt durch eine 2-D-Referenzflä-

che unter Verwendung von Approximationsansätzen zur Beschreibung der Kinematik in

Dickenrichtung. Unter den zahlreichen vorhandenen 2-D-Theorien stellt die implementier-

te Schubdeformationstheorie erster Ordnung (Einzelschicht-Theorie) einen nahezu optima-

len Kompromiss zwischen der damit erzielbaren Genauigkeit und dem für die Berechnung

notwendigen numerischen Aufwand dar. Die flache Elementgeometrie ermöglicht die Ent-

wicklung des Schalenelements aus der Kombination eines Membran- und eines Plattenele-

ments. Zur Vermeidung ungewollter künstlicher mechanischer Versteifungseffekte wurden

wirksame Techniken angewendet mit dem Ziel eine möglichst hohe Konvergenzrate zu rea-

lisieren.

Die Membransteifigkeit wurde mit der von Felippa [42] vorgeschlagenen ANDES-Formulie-

rung auf der Basis angenommener gewichteter Verformungszustände entwickelt. Es konnte
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gezeigt werden, dass die ANDES-Formulierung bei Verwendung geeigneter Wichtungspa-

rameter zu einem zuverlässigen und schnell konvergierenden Membranelement mit Drill-

freiheitsgraden führt. Die Drillfreiheitsgrade erlauben eine bessere Beschreibung des Mem-

branverschiebungsfeldes und wirken sich daher positiv auf die Konvergenz aus, ohne einen

zusätzlichen numerischen Aufwand während der Berechnung zu bewirken. Zudem werden

modellierungsbedingte singuläre Struktursteifigkeitsmatrizen bei rechtwinkligen Platten-

stößen vermieden. Des Weiteren ist die Berücksichtigung der Drillsteifigkeit notwendig,

damit beliebig gekrümmte Schalenstrukturen berechnet werden können. Belegt wird diese

Behauptung durch die Ergebnisse eines durchgeführten numerischen Experiments, unter

Berücksichtigung der Schalenbenchmark-Lastfälle des Twisted-Beams und des Raasches-

Problems, wobei im Zuge einer Schalenformulierung ein CST- und ein ANDES-Membran-

element verwendet wurden (siehe Anhang B.4).

Ausgangspunkt der Entwicklung der Plattensteifigkeitsmatrix war die Interpolation des

Plattenverschiebungsfeldes unter Verwendung linearer Ansatzfunktionen und der Mindlin-

Reissner-Kinematik. Das Lösungskonzept dieser Arbeit teilt die Plattensteifigkeit in einen

Biege- und einen Schubanteil auf. Die Biegesteifigkeit wird auf klassischem Wege basie-

rend auf einer reinen Verschiebungsinterpolation und den aus ihr abgeleiteten Krümmun-

gen gebildet. Die Schubsteifigkeitsmatrix wurde mit dem von Bletzinger et al. [27] vor-

geschlagenen diskreten Schubklaffungskonzeptes entwickelt. Dieses eliminiert die künst-

lichen transversalen Schubversteifungseffekte, führt jedoch bei der Anwendung auf Drei-

eckselemente zu einer von der Knotennummerierung abhängigen Elementsteifigkeitsma-

trix. Eine von Nguyen-Thoi et al. in [86] vorgeschlagene Modifikation der Schalenverzer-

rungen auf Elementebene kann diese Problematik beheben. Die in dieser Arbeit vorgeschla-

gene Formulierung verwendet die von Nguyen-Thoi et al. in [86] dargestellte Technik, wen-

det diese jedoch nur auf die Schubverzerrungen an. Dies geschieht vor dem Hintergrund

der Tatsache, dass eine Glättung der konstanten Biegeverzerrungen keinen Einfluss auf die

Plattensteifigkeit besitzt. Die Anzahl der notwendigen Rechenschritte zur Aufstellung der

Plattensteifigkeit konnte somit im Vergleich zu [86] reduziert werden. Diese Vorgehens-

weise wurde - soweit dem Autor bekannt - in dieser Form noch nicht angewendet.

Die vorgeschlagene Formulierung erlaubt die Modellierung beliebig vieler in Dickenrich-

tung polarisierter Aktuator- und/oder Sensorschichten und ermöglicht somit die Berech-

nung einer Vielzahl von technischen Anwendungen unter Berücksichtigung des e31-Effekts.

Der Einfluss der Modellierung des elektrischen Potenzials auf die Genauigkeit der Sen-

sorantwort und auf das Verformungsverhalten ist abhängig von den elektromechanischen

Koppeleigenschaften des eingesetzten Materials. Um möglichst kurze Berechnungszeiten

zu erzielen, wurde unter anderem ein konstanter Ansatz zur Modellierung des elektrischen
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Potentials in der Schalenebene gewählt. Dabei konnte nachgewiesen werden, dass dieser

Ansatz für die untersuchten Strukturen geeignet ist. Die präsentierte kondensierte Darstel-

lungsform der elektromechanischen Bewegungsgleichung erlaubt es zudem, die Dimension

der zu lösenden Gleichungssysteme zu reduzieren.

Die Zielsetzung der Arbeit grenzt das Anwendungsspektrum der Formulierung auf sol-

che Systeme ein, die unter Einwirkung der äußeren Belastungen große Verformungen mit

kleinen lokalen Verzerrungen ausführen. Systeme, die solch ein Verformungsverhalten auf-

weisen, besitzen in der Regel einen nicht unerheblichen Anteil an Starrkörperverschiebun-

gen. Die implementierte korotierende Formulierung erlaubt bei solchen Problemstellungen

eine effiziente Beschreibung auftretender geometrisch nichtlinearer Effekte. Dabei wurde

die tangentiale Steifigkeit zu Gunsten der numerischen Effizienz auf die materielle Stei-

figkeit reduziert. Die angewendeten Vereinfachungen ermöglichen es, die Matrizen und

die Vektoren der linearen Elementformulierung nach geeigneten Transformationen auch

in der geometrisch nichtlinearen Analyse zu verwenden. Die notwendigen Rechenope-

rationen je Iterationsschritt können so im Vergleich zu der Totalen- und zur Updated-

Lagrange-Formulierung erheblich reduziert werden. Ohne zusätzliche Maßnahmen führt

die vorgeschlagene vereinfachte korotierende Formulierung - im Gegensatz zur konsisten-

ten Formulierung (siehe [44]) - zu symmetrischen Systemmatrizen. Sie ermöglichen somit

eine numerisch effektive Speicherung der Matrizen innerhalb des Lösungsverfahrens. Die

Validierung der Elementformulierung beinhaltet verschiedene statische sowie dynamische

Lastfälle. Ein direkter Vergleich aller rein mechanischen Lastfälle wurde mit dem dreikno-

tigen Abaqus-S3-Element durchgeführt. Zusätzlich wurden vorhandene Referenzlösungen

aus der Literatur herangezogen. Die numerischen Beispiele zeigen, dass die vorgeschla-

gene Formulierung in der rein mechanischen linearen Statik eine ausgezeichnete Konver-

genzrate aufweist. Die durchgeführten Konvergenzanalysen zeigen, dass die Elementant-

wort der vorgeschlagenen Formulierung bei einer sukzessiven Netzverfeinerung - im Ver-

gleich zu ihrem direkten Kontrahenten, dem Abaqus-S3-Element - mit einer hohen Rate zu

den Referenzlösungen konvergiert. Im Vergleich zur Totalen- und zur Updated-Lagrange-

Formulierung (unter Verwendung von Abaqus) konnte in der statischen geometrisch nicht-

linearen Analyse die Anzahl der notwendigen Iterationen in einer Vielzahl der untersuchten

Beispiele reduziert werden. Im Zuge dieser Arbeit wurden des Weiteren Berechnungen un-

terschiedlicher Testprobleme durchgeführt, in denen das Element sowohl als Aktuator als

auch als Sensor ausgeführt wurde. Der Einfluss der elektrischen Randbedingungen auf die

dynamischen Eigenschaften wurde zusätzlich mit Hilfe von Eigenwertanalysen untersucht.

Erfolgreich getestet wurden darüber hinaus die nichtlineare dynamische Sensorantwort so-

wie die Aktuatorwirkung unter Verwendung einer impliziten Zeitintegration. Die Berech-
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nungsergebnisse zeigen, dass die vorgeschlagene Formulierung in der elektromechanisch

nichtlinearen Analyse eine ebenso hohe Effizienz bietet wie in der rein mechanischen Ana-

lyse. Die durchgeführten numerischen Berechnungen demonstrieren, dass die getroffenen

Annahmen und die angewendeten Techniken die Formulierung eines neuen effizienten drei-

knotigen Schalenelements ermöglichen, das zur Berechnung von dünnwandigen piezoelek-

trischen Strukturen unter Berücksichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte geeignet ist.

Mögliche Anwendungen solch eines effektiven und robusten Simulationswerkzeuges sind

Optimierungen von Vorentwürfen [63], Ermüdungsberechnungen sowie Echtzeitsimulati-

onsanwendungen adaptiver Systeme.

Zusammenfassend sollen die wesentlichen innovativen Aspekte der Elemententwicklung

genannt werden:

• Die Beschreibung des mechanischen Antwortverhaltens erfolgt durch eine neuarti-

ge Kombination einer modifizierten DSG-Platten-Formulierung mit einer ANDES-

Membran.

• Die Modifikation der DSG-Platten-Formulierung durch eine gezielte Glättung der

Schubverzerrungen mit dem Ziel der Entwicklung einer transversalen Schubsteifig-

keit, welche unabhängig von der Knotennummerierung ist.

• Die Diskretisierung der Elementmassen und der Elementlasten unter Berücksichti-

gung von Drillfreiheitsgraden.

• Die Implementierung einer vereinfachten korotierenden Formulierung zur Berück-

sichtigung geometrisch nichtlinearer Effekte infolge großer Verschiebungen und end-

licher Rotationen.

• Die numerische effiziente Implementierung des elektromechanischen e31-Kopplungs-

effektes sowie deren Integration in die vorgeschlagene korotierende Formulierung.

Die Elementformulierung bietet zudem eine Vielzahl von Erweiterungsmöglichkeiten für

weitergehende Problemstellungen. Die Berechnung einer Vielzahl weiterer piezoelektri-

scher Anwendungen kann ermöglicht werden durch eine Ergänzung mit zusätzlichen elek-

tromechanischen Kopplungsmechanismen und Polarisierungen anlog zum hier dokumen-

tierten Vorgehen. Im Sinne der Zielsetzung dieser Arbeit wäre auch eine Kombination mit

bekannten Reduktionsmethoden denkbar. Die korotierende Formulierung erlaubt eine ein-

fache Integration von Substrukturen (Superelemente). In Verbindung mit einer teilweisen

Vernetzung der Struktur mit dem vorgeschlagenen Element könnten so hoch effektive nu-

merische Modelle gebildet werden.
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Anhang A

A.1 Koeffizienten der Polartransformation der MSV-Steifig-

keitsmatrix

Explizite Darstellung der Koeffizienten entsprechend [74]:

C′
11 =C11 cos4 α +C22 sin4 α +2(C12 +2C66)sin2 α cos2 α

C′
12 = (C11 +C22 −4C66)sin2 α cos2 α +C12

(
sin4 α + cos4 α

)

C′
13 =C13 cos2 α +C23 sin2 α

C′
14 =C′

15 = 0

C′
16 = (C11 −C12 −2C66)sinα cos3 α +(C12 −C22 +2C66)sin3 α cosα

C′
22 =C11 sin4 α +C22 cos4 α +2(C12 +2C66)sin2 α cos2 α

C′
23 =C13 sin2 α +C23 cos2 α

C′
24 =C′

25 = 0

C′
16 = (C11 −C12 −2C66)sin3 α cosα +(C12 −C22 +2C66)sinα cos3 α

C′
33 =C33

C′
34 =C′

35 = 0

C′
36 = (C13 −C23)sinα cosα

C′
44 =C44 cos2 α +C55 sin2 α

C′
45 = (C55 −C44)sinα cosα

C′
46 =C′

56 = 0

C′
55 =C44 sin2 α +C55 cos2 α

C′
66 = (C11 +C22 −2(C12 +C66))sin2 α cos2 α +C66

(
sin4 α + cos4 α

)

(A.1)
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A.2 Rodrigues Rotation

Im Zuge dieser Arbeit wird zur Parametrisierung der finiten Rotationen die Rodrigues Ro-

tationsmatrix verwendet. Die im folgenden dargestellte Herleitung basiert im wesentlichen

auf der Arbeit von Argyris [10]. Zum besseren Verständis sind die in der Herleitung auf-

tretenden Vektoren in Abb. A.1 schematisch dargestellt.

Ausgangspunkt bildet die Projektion von {x0} auf die Achse die durch den Vektor {nω}

gebildet wird:

{x0,n}=
(

{nω} · {x0}
)

{nω} (A.2)

Die Radialkomponente von {x0} kann anschließend wie folgt bestimmt werden:

{x0,r}= {x0}−{x0,n} (A.3)

Der Vektor normal zu {x0} und {nω} ergibt sich aus ihrem Kreuzprodukt:

{xn}= {nω}×{x0} (A.4)

Aus der Betrachtung der Drehung von {x0,r} in der Ebene führt auf folgende Parametrisie-

rung bezüglich θ :

{x0,rr}= {x0,r}cos(θ)+{xn}sin(θ) (A.5)

Hieraus folgt schließlich der im Raum gedrehte Vektor {xp}:

{xp}= {x0,rr}+{x0,n}

=
(

{x0,r}cos(θ)+{xn}sin(θ)
)

+
(

{nω} · {x0}
)

{nω}
(A.6)

Gleichung (A.6) kann mit den vorigen Gleichungen umgeformt werden zu:

{xp}=
(

{x0}−
(
{nω} · {x0}

)
{nω}

)

cos(θ)+
(
{nω}×{x0}

)
sin(θ)

(

{nω} · {x0}
)

{nω}

(A.7)

Hieraus folgt:

{xp}= {x0}cos(θ)−
(
{nω}·{x0}

)
{nω}cos(θ)+

(
{nω}×{x0}

(
sin(θ)

(
{nω}·{x0}

)
{nω}

(A.8)

mit:
(

{nω} · {x0}
)

{nω}= {nω}{nω}
T{x0} (A.9)

und:

{nω}×{x0}= Spin({nω}){x0} (A.10)



141

folgt:

{xp}= {x0}cos(θ)+{nω}{nω}
T{x0}

(

1− cos(θ)
)

+Spin({nω}){x0}sin(θ)

=
(

[I]cos(θ)+{nω}{nω}
T
(
1− cos(θ)

)
+Spin({nω})sin(θ)

)

{x0}

= [Rω ]{x0}

(A.11)

Somit kann [Rω ] wie folgt ausgedrückt werden:

[Rω ] = [I]cos(θ)+{nω}{nω}
T
(
1− cos(θ)

)
+Spin({nω})sin(θ) (A.12)

mit:

{nω}{nω}
T = Spin({nω})

2 +[I] (A.13)

folgt nach einigen Umformungsschritten:

[Rω ] = [I]+ sin(θ)Spin({nω})+
(
1− cos(θ)

)
Spin({nω})

2 (A.14)

{x0}
{xp}

{x0,ω}

{nω}

{x0,r}

{x0,rr}
{xn}

θ

θ

Abb. A.1: Schematische Darstellung der in der Herleitung der Rodriguesmatrix auftreten-

den Vektoren
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A.3 Verschiebungsinterpolation des Constant Triangle (CST)

Das Verschiebungsfeld (u0, v0) des CST-Elements (siehe Abb. A.2) wird mit den lienaren

Ansatzfunktionen (5.28) und den Knotenverschiebungen (u′i, v′i; i = 1,2,3) in natürlichen

Dreieckskoordinaten interpoliert:

u0 = [NCST ]
{

u1 u2 u3

}T

v0 = [NCST ]
{

v1 v2 v3

}T
(A.15)

mit den linearen Ansatzfunktionen des CST-Elements:

[NCST ] =
[
(
1−ξ2 −ξ3

)
ξ2 ξ3

]

(A.16)

u′1 u′2

u′3

v′1 v′2

v′3

1 2

3

Abb. A.2: Freiheitsgrade des LST-Membranelements

A.4 Verschiebungsinterpolation des Linear Strain Trian-

gle (LST)

Das Verschiebungsfeld (u0, v0; i= 1 . . .6) des LST-Elements (siehe Abb. A.3) wird mit den

quadratischen Ansatzfunktionen (A.18) und den Knotenverschiebungen (u′i, v′i) in natürli-

chen Dreieckskoordinaten interpoliert:

u0 = [NLST ]
{

u1 u2 u3 u4 u5 u6

}T

v0 = [NLST ]
{

v1 v2 v3 v4 v5 v6

}T
(A.17)
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mit den quadratischen Ansatzfunktionen des LST–Elements:

[NLST ] =















2(1−ξ2 −ξ3)(0.5−ξ2 −ξ3)

ξ2 (2ξ2 −1)

ξ3 (2ξ3 −1)

4ξ2 (1−ξ2 −ξ3)

4ξ2ξ3

4ξ3 (1−ξ2ξ3)















T

(A.18)

u′1 u′2

u′3

u′4

u′5u′6

v′1 v′2

v′3

v′4

v′5v′6

1 2

3

Abb. A.3: Freiheitsgrade des LST-Membranelements

A.5 Verschiebungsinterpolation des QST4/20G Elements

Das Verschiebungsfeld (u0, v0) des QST4/20G-Elements (siehe Abb. A.4) wird mit den

kubischen Ansatzfunktionen entsprechend [42] wie folgt interpoliert:

{u0}=

























ξ 2
1

(
3−2ξ1

)
−7ξ1ξ2ξ3

ξ 2
1

(
x′21ξ2 − x′13ξ3

)
+
(
x′13 − x′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
1

(
y′21ξ2 − y′13ξ3

)
+
(
y′13 − y′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
2

(
3−2ξ2

)
−7ξ1ξ2ξ3

ξ 2
2

(
x′21ξ3 − x′13ξ1

)
+
(
x′13 − x′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
2

(
y′21ξ3 − y′13ξ1

)
+
(
y′13 − y′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
3

(
3−2ξ3

)
−7ξ1ξ2ξ3

ξ 2
3

(
x′21ξ1 − x′13ξ3

)
+
(
x′13 − x′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
3

(
y′21ξ1 − y′13ξ2

)
+
(
y′13 − y′21

)
ξ1ξ2ξ3

27ξ1ξ2ξ3

























T 





u′1
(
∂u′1/∂x′

)

(
∂u′1/∂y′

)

u′2
(
∂u′2/∂x′

)

(
∂u′2/∂y′

)

u′3
(
∂u′3/∂x′

)

(
∂u′3/∂y′

)

u′0







(A.19)
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{v0}=

























ξ 2
1

(
3−2ξ1

)
−7ξ1ξ2ξ3

ξ 2
1

(
x′21ξ2 − x′13ξ3

)
+
(
x′13 − x′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
1

(
y′21ξ2 − y′13ξ3

)
+
(
y′13 − y′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
2

(
3−2ξ2

)
−7ξ1ξ2ξ3

ξ 2
2

(
x′21ξ3 − x′13ξ1

)
+
(
x′13 − x′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
2

(
y′21ξ3 − y′13ξ1

)
+
(
y′13 − y′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
3

(
3−2ξ3

)
−7ξ1ξ2ξ3

ξ 2
3

(
x′21ξ1 − x′13ξ3

)
+
(
x′13 − x′21

)
ξ1ξ2ξ3

ξ 2
3

(
y′21ξ1 − y′13ξ2

)
+
(
y′13 − y′21

)
ξ1ξ2ξ3

27ξ1ξ2ξ3

























T 





v′1
(
∂v′1/∂x′

)

(
∂v′1/∂y′

)

v′2
(
∂v′2/∂x′

)

(
∂v′2/∂y′

)

v′3
(
∂v′3/∂x′

)

(
∂v′3/∂y′

)

v′0







(A.20)

u′1, ∂u′1/∂x′, ∂u′1/∂y′ u′2, ∂u′2/∂x′, ∂u′2/∂y′

u′3, ∂u′3/∂x′, ∂u′3/∂y′

u′0

v′0

v′1, ∂v′1/∂x′, ∂v′1/∂y′ v′2, ∂v′2/∂x′, ∂v′2/∂y′

v′3, ∂v′3/∂x′, ∂v′3/∂y′

1 2

3

0

x′
y′

Abb. A.4: Freiheitsgrade des QST4/20G-Membranelements
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A.6 Graphische Darstellung der Taylor-Approximation von

θ/2sinθ für kleine θ -Werte

0,0

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

0,0π 0,2π 0,4π 0,6π 0,8π

θ -Wert

θ
2sinθ

1
2 +

1
12θ 2 + 7

720θ 4

Abb. A.5: Graphische Darstellung der Gleichung (4.56)
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Anhang B

Zusätzliche numerische Beispiele

B.1 Hemisphäre

Das nächste Testbeispiel ist eine dünnwandige Hemisphäre mit einem Loch an der Spitze

(18◦ siehe Abb. B.1), welche durch zwei zwei Kräftepaare ( f = 1) nach innen (entlang

der z-axis) und nach außen (entlang der x-axis) wirkend belastet wird. Aus Gründen der

Sysmmetrie wird nur ein Viertel der Struktur modelliert (siehe Abb. B.1). Die Halbkugel

hat einen Radius von 10 und eine Dicke von 0,04. Das E-Modul des isotropen Materials

besitzt den Wert 68,25 ·106 und die Poissonzahl beträgt 0,3. Die Verschiebungen der Kraft-

angriffspunkte in Richtung der Wirkung der Einzelkräfte wird mit drei FE-Netzen (128,

512 and 2048 Elemente) berechnet und mit der von Simo et al. [113] (ure f = wre f = 0,093)

bereitgestellten Referenzlösungen normiert (siehe Tabelle B.1). Für beide Punkte ist eine

nahezu identische Konvergenzrate zwischen der vorgeschlagenen Formulierung und dem

ABAQUS S3 Element festzustellen.

Tab. B.1: Normierte Verschiebungen (wA, uB) - Testfall Hemisphäre

Elemente SH3 ABAQUS S3

uB/ure f wA/wre f uB/ure f wA/wre f

128 0,929 0,899 0,931 0,898

512 0,985 0,980 0,986 0,980

2048 0,999 0,997 0,998 0,996
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AB
x

y

z

frei

frei

sy
m

. sym
.

f
f

Abb. B.1: Geometrie Hemisphäre

B.2 Dünnwandiger Zylinder

Die folgende Testgeometrie ist ein dünnwandiger Zylinder, der an zwei gegenüberliegen-

den Punkten durch Einzelkr̈afte auseinandergezogen wird. Der Zylinder wird an beiden

Stirnenden so gelagert, dass die Verschiebungen in der Zylinderringebene blockiert sind

(rigid diaphragm u = v = θz = 0, siehe Abb. B.2). Unter Berücksichtigung der Symmetrie

wird ein Achtel der Struktur modelliert (siehe Abb. B.2). Die Geometrie ist über den Radi-

us R = 300, der Länge L = 300 und der Schalendicke t = 3 definiert. Das Material wird als

isotrop angenommen und besitzt einen E-Modul von 3 ·106 und eine Poissonzahl von 0,3.

Die konzentrierte Kraft f = 0,25 greift am reduzierten Modell am Punkt A an und wirkt

Tab. B.2: Normierten vertikalen Verschiebungen des Punktes A

Elemente SH3 ABAQUS S3

720 0,918 0,899

1428 0,952 0,941

2820 0,978 0,978

4484 0,994 0,990

in vertikaler Richtung (siehe Abb. B.2). Die durchgeführte Konvergenzanlyse (720, 1428,

2828 und 4482 Elemente) zeigt ein besseres Konvergenzverhalten der vorgeschlagenen

Formulierung im Vergleich zu dem Abaqus S3 Element. Die vertikalen Verschiebungen wA

des Punktes A werden mit den Ergebnissen von Belytschko [18] normiert und in Tabelle

B.2 zusammengefasst.
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Abb. B.2: Geometrie der Zylinder Teststruktur

B.3 Cook’s Membran

Ein weiteres weit verbreitetes Testbeispiel ist die Cook’s Membran benannt nach R. D.

Cook [34]. Die trapezförmige Membran ist an ihrer längeren Seite fest eingespannt und

an der gegenüberliegenden Seite mit einer konstanten Linienlast, mit einem Betrag von

1/16, belastet (siehe Abb. B.3). Das isotrope Material wird durch das E-Modul von Y =

1 und einer Querkontraktionszahl von 1/3 beschrieben. Der Belastungszustand führt in

diesem Beispiel auf Biege- und Schubverformungen in der Membranebene (in-plane). Die

berechneten vertikalen Verschiebungen am Punkt A (vA), werden mit der Referenzslösung

vre f = 23,91, berechnet von Winkler und Plakomytis [125], in Tab. B.3 aufgelistet. Es

ist offensichtlich, dass die vorgeschlagene Formulierung in diesem Beispiel schneller zur

Referenzlösung als konvergiert das Abaqus S3 Element.
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Abb. B.3: Geometrie Cook’s Membran

Tab. B.3: Normierte Verschiebungen (u) des Punktes A der Cook’s Membran

Elemente SH3 Abaqus S3

8 0,562 0,531

32 0,842 0,825

128 0,935 0,916

512 0,983 0,976

B.4 Vergleich der CST- und der ANDES-Membran

Eine detaillierte Beschreibung der Testgeometrien, der Belastungen sowie der Auswertun-

gen kann dem Abschnitt 6 entnommen werden.

Tab. B.4: Vergleich CST- und ANDES-Membran - Twisted Beam

t = 0,05 wre f = 0,3431 vre f = 1.390

Elemente SH3-ANDES SH3-CST SH3-ANDES SH3-CST

48 0,981 0,989 0,986 0,989

96 0,995 0,999 0,994 0,999

384 0,999 1,017 0,997 1,014

1536 1,000 1,059 0,999 1,054
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Tab. B.5: Vergleich CST- und ANDES-Membran - Raasch Problem

Elemente SH3-ANDES SH3-CST

18 0,845 0.857

216 0,968 1.047

896 0,998 1.386

1072 1,000 1.517
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